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Analyse Discriminante

Particularités: 2 formes/utilisations complémentaires:

— méthode factorielle: description "géométrique" de la séparation inter-classe
(encore appelée analyse discriminante factorielle ou analyse discriminante
linéaire de Fisher)

— interprétation bayesienne: classificateur bayesien (optimum au sens de la
proba. de I'erreur) dans des conditions particulieres pour les données!
(encore appelée analyse discriminante décisionnelle, linéaire ou quadratique)

Restrictions:
Les variables descriptives X, X,, ... Xp doivent €tre quantitatives!

Analyse discriminante factorielle: principes de base:
Objectif: mettre en évidence des différences entre les classes c-a-d entre les
observations appartenant a des classes différentes

=> description des liaisons entre la variable "classe" et les variables quantitatives:
les g classes different-elles sur I'ensemble des variables numériques?
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Méthode: déterminer un/des facteur(s), combinaison(s) linéaire(s) des variables
descriptives, qui prenne(nt) des valeurs les + proches possible pour des éléments
de la méme classe, et les + éloignées possible entre éléments de classes
différentes. (= facteurs discriminants)

Exemple:

Formulation:

1) Décomposition de la matrice variance-covariance V
Ensemble des n observations x; = un nuage de points, de centre de
gravité g et de matrice variance-covariance V.

Ce nuage est partag€ en g sous-nuages par la variable "classe". Chaque
sous-nuage (classe w,) d'effectif n, est caractéris€ par son centre de
gravité (ou centroide) g, et sa mafice yariance-covariance V,.



V peut étre décomposée en une somme de 2 matrices

V=B +W
avec B =

matrice de variance inter-classe (B

= "between")

matrice variance-covariance pondérée des k centroides g,

ou gk= (8k1> koo o> 8o -

., 8,)" et &= moyenne de X; dans w,

__an(gk g)(gk g) avece C' —(gk] m')(gkj -
matrice C(k) (pxp)

rend compte de la dispersion des centroides des classes autour du centre
global g.

et W = matrice de variance intra-classe (W = "within")
= moyenne des k matrices variance-covariance des classes: V
1 q
W . = nVvV,

Généralisation de la relation classique unidimensionnelle valable pour toute
variable X dont les valeurs sont regroupées par classe

variance totale = moyenne des variances + variance des moyennes
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Décomposition variance
intra/inter classe

e La variance empirique totale s’€crit

: 1 T T |
ot = on2 ZZ(}%‘ —x;) " (x; — x;)

1=1 7=1

— %Z(Xz - g)T(Xi - g)




Décomposition variance
intra/inter classe

 Décomposition:
SS(k) = > (xi—)"(xi—g)

1€C (k)

= ) (xi—glk)+gk)—g) (xi—glk)+gk) —g)
1€C (k)

= Y (I~ g + lleth) — gl + 2 (xi — (k)" (g(k) — 8))

1€C(k)

= Y (=) + llgk) - gl

1€C (k)

= > lIxi—g®)* + nk)lgk) — gl
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Décomposition variance
intra/inter classe

o Et donc la variance totale s’écrit
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n(k) ﬁ S Ik — ()] + g (k) — gl




Projection sur un axe

* Nous projetons les observations sur un axe

e L’opérateur de projection s’€crit
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Projection de la variance

e Pour la variance within:

q

] 1
gf’{m) — g y‘ y‘ ﬂ-Xz — ﬂ-g ) (ﬂ-xi — ﬂ-g(k))

k=1icC (k)

q

— %y‘ T Vv X; — VV g(k)) (VVTXi—VVTg(k))

k=1icC (k)

q

_ :1 y‘ T (k) (VVTVVT) (x; — g(k))

k=1icC(k)
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Projection de la variance (suite)

Gz(w) = :;Z Z (Xz‘—g(k))TVVT(Xe:—g(k))

k=1icC(k)

— nZ vi(x; —g(k (x—g(k))Tv

k=1ieC(k)

= V! nz (x; — g(k x—g(k))T:|v

| k=1ieC(k)

= v %i” ((1 Z x; — g(k x—g(k))TﬂV
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Projection de la variance

e Pour la variance between:

q

2y = - n(k)(m(k) - mg) (k) - mg)
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Projection de la variance

Pour la variance totale:

) 1 mn
2 _  _ - o T —
oL = - ;(ﬂ'}{t ng) (7x; — wg)
n T
_ T Z (xi —g) (xi — 8) v
n

=1

= viXv
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Décomposition de la variance
projetée

e La variance empirique projetée se
décompose €galement en within/between:

2 2 2
Ov = GV(H_J) T Jv(b)

e Et donc
2 2
1 — Jv('u_:) gv(b)
oy o5
2
o
0< Y
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Probleme d’optimisation

* Nous recherchons I’axe correspondant a la
séparation maximale entre les classes

2
T4 (b) vIBv
maxs, ,_ = maxy ,
o2 vIiXv

e Et donc

| viBv
Oy , =0
(VTEV>
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Probleme d’optimisation

e Nous avons donc

2(vi¥v)Bv — 2(vIBv)Zv = 0

B
e D'ou Bv= (V V)EV

viYv

* Et nous posons
vIBv

0< )\ =
viYv

<1
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Probleme aux valeurs/vecteurs
propres

* Nous obtenons donc le probleme aux
valeurs/vecteurs propres

YX"'Bv =\v
> est aussi noté V

e Il y aau plus (g — 1) valeurs propres non-
nulles
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2) Recherche des facteurs discriminants

On travaille en variables centrées => g est ramené a I'origine!

Le ler facteur discriminant (F,) est une nouvelle variable, combinaison linéaire
des variables descriptives (centrées), dont la variance inter-classe est maximum
(ou, de fagon €quivalente la variance intra-classe est minimum).

Géométriquement: le ler facteur détermine un axe dans le nuage de points
(passant par l'origine) tel que les projections des points sur cet axe aient une
variance inter-classe (variance des moyennes de classe) maximale.

Le 2eme facteur (F),) est non corrélé (perpendiculaire) au ler et de variance
inter-classe max. Etc pour le 3eme ...
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e Propriétés:
— les facteurs sont enticrement déterminés par la matrice définie par: V-' B
(vecteurs propres)
— le nbre maximum de facteurs discriminants = g — 1
— la part de variance inter-classe expliquée = variance inter / variance totale est
décroissante entre les facteurs successifs.

Toutes ces propriétés s'expliquent par le fait que:
prop pliq p q

une analyse discriminante = ACP sur le nuage des g centroides,
pondérés par l'effectif des classes n,,
dans un espace N? avec V-! comme métrique !

e Représentation graphique:
— Si 2 groupes => 1 seul facteur = axe de projection ou la s€paration inter-classe
est la mieux exprimée => coordonnées sur cet axe = scores discriminants.
— Si+ de 2 groupes => plan discriminant (/' et F,) = plan de projection ou la
variance inter-classe B (=> dispersion des centroides dans le plan) sera la
mieux représentée!!
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Interprétation des facteurs:
Comme en ACP: corrélations facteurs aux variables initiales
+ cercle des corrélations avec les 2 premiers facteurs (g > 2)

Analyse discriminante décisionnelle => méthode de classification:

1) regle géométrique (regle de Fisher):

Les facteurs discriminants donnent la meilleure représentation de la séparation des ¢
centroides de classe (dans un espace orthonormé).

=> pour un individu x projeté dans l'espace des facteurs: attribuer la classe dont le centroide
est le plus proche (au sens de la distance euclidienne):

=> surfaces de séparation linéaires = hyperplans médians entre les centroides:

— projection de
° g deétermination de 3 régions de
décision (R, R, , R,)
delimitant les points 'senses'
appartenir aux différentes

classes
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Traduction dans l'espace de départ (variables descriptives): allocation au centroide g, le
plus proche au sens de la métrique W-! (distance de Mahalanobis)

d(x,g)= (x-g)TWlx-g)

Problemes:

— La métrique W-! est évaluée sur I'ensemble des données => probleme si les classes ne
sont pas de méme "forme" (dispersion).

— une classe est représentée par son centroide => probleme si le centroide n'est pas
représentatif d'une classe (cas des classes non ellipsoidales ou composées de sous-
nuages différents => séparation fortement non linéaire).

W
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x sera jugé plus proche de w, que de
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Justification: lien avec la classification bayesienne
On peut montrer que la regle de Fisher correspond a un classificateur bayesien
(minimisation de la proba. de I'erreur) dans les conditions suivantes:

— chaque classe suit une distribution gaussienne (multivariée) de méme matrice
variance-covariance W (les nuages de points ont la méme 'forme'),

— les classes sont équidistribuées: mémes proba. a priori
(tres facilement généralisable si ce n'est pas le cas)

En effet:
Lorsque les distributions de classes sont gaussiennes de méme matrice variance -

covariance V, un classificateur bayesien définit les fonctions discriminantes y,(X)
suivantes: (x alloué a w, st y,(x) > y{X) pour tout j = k):
X)) =—(x-g)' W' (x-g)+2In(P(wy)

<=> x alloué a w, si d* (X, g)— 2 1In (P(w,)) estminimum!!!

regle de Fisher généralisée (dépendant des proba. a priori): favorise les
classes fortement représentées !

LINF2275 21



Prise de décision Bayesienne
dans le cas d’un mélange
Gaussien

* Supposons que les observations de chaque classe
sont générées par une Gaussienne:

] o

P(z|y — wk) — (gﬂ)ple‘w‘lfz exXp [_ (z - g(k))TW_l(z - g(kﬁ))]

* Qu z est le vecteur des caractéristiques projeté sur
les axes discriminants retenus

= modele paramétrique

* Dans ce cas-c1, nous supposons qu’il y a une
matrice variance-covariance W €gale pour toutes

les classes
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Prise de décision Bayesienne
dans le cas d’un mélange

Gaussien
* Nous devons calculer les probabilités a
postériori
Py = wi) P(zly = wi)
P(z)
P(wi) P(z]y = w;)

q
> Plwr) P(zly = wi)

k=1

P(y = wilz) =

* Nous placons des lors 1’observation z dans
la classe k telle que

P(y = wi|z) > P(y = wi|z)
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Prise de décision Bayesienne
dans le cas d’un mélange

Gaussien
e Ce qui est équivalent a

~n(P(y = wilz)) < — In(P(y = w;|2))
 Ou encore
(z —g(k))"W™(z — g(k)) — 2In(P(w)) + In(|W])
< (z—g(i) "W (z — g(i)) — 2In(P(w;)) + In(|W])
e Et donc comme la matrice W est commune,

(z — g(k))*W1(z - g(k:)) —2In(P(w))
<(z—-g()"'Wl(z—g(i)) - 2In(P(ws)) .



Généralisation au cas ou les matrices variance-covariance W, des classes ne sont
pas égales: les fcts discriminantes du classif. bayesien deviennent:

yX)=—InWI-x-g)'W, 1(x-g)+2In(P(w))
déterminantde la matrice

Dans ce cas, les surfaces de séparation entre 2 classes (définies par y,(x) = y(X))

ne sont plus linéaires => analyse discriminante quadratique

En pratique:
La matrice W, ou les matrices W, doi(ven)t étre estimée(s) a partir des exemples
disponibles pour chaque classe, ainsi que les P(w,).

Lorsqu'on fait I'hypotheése d'égalité des matrices W, 1a matrice W est obtenue par
estimation 'poolée’: W ., =(n; W, +n, W, + ... +n, W )/n (n=effectif total)

pool —

L'usage et I'estimation de matrice particuliere W, demande que les effectifs de
classe soient suffisamment importants ! Pour des faibles effectifs I'existence de
W, ~I n'est pas tjrs assurée, de méme IW,| peut étre nul !
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